Rachunek rozniczkowy funkcji wielu zmiennych - wstep

Pojecia wstepne

Definicja. Przestrzeniq dwuwymiarowg R® nazywamy zbior wszystkich uporzadkowanych par (x,y),
gdzie x, yeR:

R>={(x,y):x,yER}.
Pary (x,y) nazywamy punktami przestrzeni R* (ptaszczyzny).
Definicja. Odlegtoscig punktéw PB(x,,y,), P,(x,,y,) przestrzeni R* nazywamy liczbe:
[RB|= (5 =x) +(2 =2’

Definicja. Otoczeniem punktu P, o promieniu #>0 w przestrzeni R*> nazywamy zbior:

U(R,r)={PER’: |RP|<r}.

Definicja. Sgsiedztwem punktu P, o promieniu » >0 w przestrzeni R* nazywamy zbior:
S(B,r)={PeR*: 0<|RP|<r}.

Czyli otoczenie punktu na ptaszczyznie jest to wnetrze kota o srodku w tym punkcie, natomiast sgsiedztwo
jest to wnetrze kola, ale bez $rodka.

Definicja. Punkt P, nazywamy punktem wewnetrznym zbioru E C R?, jezeli nalezy on do zbioru E wraz z
pewnym swoim otoczeniem (punkt A na rysunku 1), tzn. istnieje taka liczba dodatnia r, dla ktorej
U(F,r)CE.

Whetrzem zbioru E nazywamy zbior wszystkich jego punktow wewngtrznych.

Definicja. Punkt P, nazywamy punktem brzegowym zbioru E CR?, jezeli w kazdym otoczeniu tego
punktu istnieja punkty nalezace do zbioru E oraz istniejg punkty nienalezace do zbioru £ (punkt B na
rysunku 1).

Brzegiem zbioru E nazywamy zbior wszystkich jego punktow brzegowych.

Zauwazmy, ze punkt brzegowy zbioru £ moze do niego naleze¢ lub nie. Przykladowo, kazdy punkt okregu
0 promieniu 7 jest zarowno punktem brzegowym wnetrza tego okregu, jak i kola o promieniu 7.

Definicja. Zbior E C R?* nazywamy otwartym, jezeli kazdy punkt tego zbioru jest jego punktem
wewnetrznym.

Definicja. Zbior E C R? nazywamy domknietym, jezeli zawiera swoj brzeg.

Definicja. Zbiér E C R? nazywamy obszarem, jezeli jest to zbior otwarty oraz kazde dwa punkty tego
zbioru mozna potaczy¢ linig tamang zawarta w zbiorze E (rysunek 1).



Rys. 1. Punkt wewngtrzny (4), punkt brzegowy (B) obszaru E

Definicja. Obszar E wraz z brzegiem nazywamy obszarem domknietym.

Uwaga. Analogicznie okre§lamy przestrzen n-wymiarowg R" oraz formutujemy definicje podobne do
podanych powyzej.

Funkcje dwoch i wigkszej liczby zmiennych

Pomimo, ze w dalszych rozwazaniach skupiamy si¢ przede wszystkim na funkcjach dwoch (rzadziej trzech)
zmiennych, to nalezy podkresli¢, ze podobne definicje i twierdzenia mozna formutowac dla funkcji wigkszej
liczby zmiennych.

Definicja. Jezeli kazdemu punktowi (x,y) nalezacemu do pewnego zbioru ptaskiego E przestrzeni R’

przyporzadkujemy dokfadnie jedng liczbe rzeczywists z, to okreSlamy na zbiorze E funkcje dwoch zmiennych
niezaleznych x i y. Funkcje takg oznaczamy f : E— R lub z= f(x, y).

Analogicznie okre§lamy funkcje wigkszej liczby zmiennych.
Definicja. Dziedzing (naturalng) funkcji  z = f(x,y), nazywamy zbiér D , tych wszystkich par (x, y),
dla ktorych wzor okreslajacy funkcj¢ ma sens.

Przyklad. Wyznaczy¢ (narysowac) dziedzing funkcji
1

/4—x2—y2 '

Rozwigzanie. Biorac pod uwagg prawa strone wzoru okreslajacego funkcje widzimy, ze musimy uwzglednic¢
nastgpujace zatozenia:

z=In(x*+2x—-3) +

1) x*+2x-3>0 (jako wyrazenie logarytmowane) ,
2 2
VAT =0y 22y,
4—x*—y* 20

ad. 1) A=16, x,=-3, x,=1, to X’ +2x-3>0< xe(~0,-3)U(l,+0),

y — dowolne,
ad. 2) 4-x*-y*>0 < x> +y’ <4, a ta nierdwno$é przedstawia wnetrze kota o $rodku w punkcie

S(0,0) ipromieniu r=2.

Rozwigzania obu nieréwnosci zaznaczamy w uktadzie wspolrzednych. Czgs¢ wspdlna otrzymanych zbioréw
(rysunek 2) jest szukang dziedzing D .



Rys. 2.

Definicja. Wykresem funkcji z = f(x, y) nazywamy zbior:
{(x,,2)€R’: (x,)€D; ,z= f(x,y)}.

Uwaga. Wykresami funkcji dwoch zmiennych s3 na ogét pewne powierzchnie w przestrzeni R’. Aby
utatwi¢ sobie ich zobrazowanie mozna zbada¢, jak wygladaja przekroje tych powierzchni ptaszczyznami
rownoleglymi do ptaszczyzn ukladu wspotrzednych. Czgsto bierze si¢ tutaj ptaszczyzny réwnolegle do
plaszczyzny Oxy, otrzymujac tzw. poziomice wykresu funkcji.
Przyklad. Znalez¢ poziomice oraz naszkicowa¢ wykres funkcji

z=x"+ y2 .
Rozwiazanie. Poziomice otrzymamy podstawiajac w miejsce z konkretne wartosci. Latwo stwierdzi¢, ze
dla naszej funkcji nie mogg by¢ to liczby ujemne.
e dla z=0,mamy x°+ )" =0 —rownanie to spelnia tylko punkt (0,0),
e dla z=1,mamy x°+)° =1 — okrag o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu r =1,
e dla z=2 ,mamy x>+’ =2 — okrag o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu »=+/2 ,
e dla z=3,mamy x’+)° =3 —okrag o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu 7 = J3
e dla z=4 ,mamy x’+)" =4 —okrag o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu r =2,
Rysunek 3 przedstawia otrzymane poziomice oraz te same poziomice umieszczone na odpowiednich
wysokosciach w przestrzeni R .

Rys. 3.



Wykresem naszej funkcji bedzie zatem powierzchnia (tzw. paraboloida) przedstawiona na rysunku 4.

Rys. 4. Wykres funkcji z=x" +)°

Na rysunku 5 przedstawiono dla przyktadu wykresy jeszcze dwoch innych funkc;i.
a) z b)

Rys. 5. Wykresy funkcji: a) z = x>+, b) z=xy.

Zadania do samodzielnego rozwigzania
Znalez¢ 1 narysowac dziedziny funkcji:

2

-1
1. z(x,y)=2x—y+3, 2. z(x,y):j;l_—i—ln(x—y),
—X

2
3. z(x,y):x—\{;1 +42x—y—x*, 4.z(x,y)=InO—x*—y*) ++1—x,

5. z(x,y)=2In(4x — x*> —3) + arcsin(y + 3),

6. u(x,y,z):\/4—x2 —yr =z
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